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V zaključni nalogi je obravnavana mehanska stabilnost, natančneje gubanje tankih filmov, 
ki so pritrjeni na elastični substrat. Izpeljana je splošna diferencialna enačba za uklon nosilca, 
ki jo v nadaljevanju uporabimo pri obravnavi nosilca na zvezni elastični podlagi. S 
programom ANSYS ugotovimo, da se rezultati, ki nam jih dajo izpeljane enačbe, dobro 
ujemajo z rezultati numeričnih simulacij 2D kontinuuma in nosilca na elastični podlagi. Pri 
danih podatkih za oba pristopa dobimo enako deformacijsko obliko. 
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The final assignment discusses mechanical stability, more precisely the wrinkling of thin 
films that are attached to an elastic substrate. A general differential equation for the buckling 
of the beam is derived, which is subsequently used in the discussion concerning the beam on 
a continuous elastic surface. With the aid of ANSYS program we conclude that the results 
given by the derived equations perfectly match the ones provided by the numerical 
simulations of 2D Continuum as well as the beam on an elastic surface. For given data both 
approaches give the same shape mode. 
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1. Uvod 
1.1. Ozadje problema 
Prvi problemi elastične stabilnosti, ki so se nanašali na upogibni uklon tlačno obremenjenih 
vitkih palic, so bili rešeni že pred več kot 200 leti. V tistem času sta bila kamen in les skoraj 
edina konstrukcijska materiala. Relativno majhna trdnost teh gradiv je zahtevala tako 
oblikovane nosilne elemente, da pri njih vprašanja stabilnosti skoraj ni bilo, zato je ostala 
Eulerjeva teoretična rešitev dlje časa brez praktičnega pomena. Šele pogostejša uporaba 
jekla v drugi polovici 19. stoletja je opozorila na to, da lahko konstrukcije v nekaterih 
primerih odpovedo tudi, če napetosti niso tako velike, da bi prekoračile trdnost materiala. V 
tem primeru je elastična stabilnost vitkih ali tankostenskih elementov nezadostna. Tako se 
je vrsta raziskovalcev začela ukvarjati s teoretičnimi in eksperimentalnimi raziskavami 
stabilnostnih problemov. Prvotnim rešitvam upogibnega uklona enostavnih polnih vitkih 
palic se je pridružilo raziskovanje stabilnosti elementov sestavljenih prerezov, pri katerih 
obstaja poleg stabilnostnega problema celote še možnost lokalnega uklona posameznih 
delov. Tem raziskavam so sledile nove ugotovitve na področju torzijskega uklona in rešitev 
stabilnostnih problemov, ki se pojavljajo pri izbočenju plošč in lupin [1]. 
 
Eno od pomembnejših poglavij teorije elastične stabilnosti je gubanje materiala, ki je tudi 
sicer zelo splošen pojav v naravi. Obsega različne dolžinske skale, z dimenzijami valovnih 
dolžin od nekaj nanometrov do več metrov (Slika 1-1). Biološke površine na primer 
izkazujejo izredno zanimive topografske vzorce, kot so valovita struktura krvnih celic na 
mikro  pa vse do zgubane kože in površine možganov na centimetrski skali. Ravno taki 
vzorci so navdihnili znanstvenike za raziskovanje ponavljajoče se mikro in nano strukture 
na velikih površinah na preprost in učinkovit način, ki potem omogoča prenos teh zakonitosti 
na industrijsko-relevantne aplikacije [2]. 
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Do gubanja pride, kadar na trdnejšo zgornjo plast, pritrjeno na bistveno mehkejši substrat, 
deluje tlačna sila v smeri, ki je vzporedna s površino. Zgornji film je lahko tlačno obremenjen 
direktno s stiskanjem substrata ali pa z upogibanjem le-tega. Zanimivo, tudi raztezanje 
substrata lahko zaradi Poissonovega efekta vnese tlačne napetosti v film. Tipično ima 
substrat (npr. elastomer) večji Poissonov količnik kot zgornji film (npr. kovina). Ta razlika 
povzroči tlačno obremenitev v filmu v smeri, ki je pravokotna na smer raztegovanja. Še bolj 
očitno se pojavi gubanje, kadar je film pritrjen na pred-raztegnjen substrat. V tem primeru 
se gube pojavijo ob sprostitvi napetosti [3]. Bowden [4] je odkril, da lahko tanke kovinske 
filme nagubamo tudi s principom termičnega krčenja spodnjega substrata (Slika 1-2). Filmi, 
debeline nekaj 10 nanometrov, so nanešeni na termično ekspandiran polimerni material, ki 
ga v nadaljevanju ohladimo, kar povzroči krčenje in posledično tlačne napetosti v filmu.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Za tanek film na elastični podlagi lahko določimo kritično tlačno obremenitev, valovno 
dolžino 𝜆 in amplitudo valov A po enačbah [6, 7]: 
 
𝜎𝑘𝑟 =
𝐸𝑓̅̅ ̅
4
(
3𝐸𝑠
∗̅̅ ̅
𝐸𝑓̅̅ ̅
)
2/3
=
𝐸𝑓̅̅ ̅
4
(
4(1 − 𝜈𝑠)
2
3 − 4𝜈𝑠
3𝐸𝑠̅̅ ̅
𝐸𝑓̅̅̅̅
)
2/3
 (1.1) 
Slika 1-2: Poenostavljen prikaz formiranja gub na substratu [5]. 
Slika 1-1: Valovne dolžine pri gubanju (a) v naravi in (b) v inženirstvu [2]. 
Uvod 
3 
𝜆 = 2𝜋ℎ𝑓 (
𝐸𝑓̅̅ ̅
3𝐸𝑠
∗̅̅ ̅)
1/3
= 2𝜋ℎ𝑓 (
3 − 4𝜈𝑠
4(1 − 𝜈𝑠)2
𝐸𝑓̅̅̅̅
3𝐸𝑠̅̅ ̅
)
1/3
 (1.2) 
𝐴 = ℎ𝑓√(
𝜎0
𝜎𝑘𝑟
− 1) (1.3) 
 
V zgornjih enačbah upoštevamo naslednje zveze: 
     𝐸𝑓̅̅ ̅ =
𝐸𝑓
(1−𝜈𝑓2)
, 𝐸𝑠̅̅ ̅ =
𝐸𝑠
(1−𝜈𝑠2)
 (1.4) 
in  
𝐸𝑠∗̅̅ ̅ = 4𝐸𝑠̅̅ ̅(1 − 𝜈𝑠
2)/(3 − 4𝜈𝑠) (1.5) 
Pri tem je 𝐸 Youngov modul, 𝜈 Poissonovo število, ℎ𝑓 debelina filma, 𝜎0 pa trenutna 
obremenitev. Indeksa f in s se nanašata na film in substrat.  
 
Iz enačbe (1.1) je razvidno, da se kritična tlačna obremenitev zmanjša, če postane substrat 
bistveno mehkejši od filma. Takrat se valovna dolžina podaljša. S povečevanjem tlačne 
obremenitve se veča tudi amplituda valov. Ker je Youngov modul tankega filma zaradi 
majhne debeline večkrat težko izmeriti, so Stafford in kolegi [8] enačbo (1.2) preuredili tako, 
da so z merjenjem valovne dolžine nagubanega vzorca in znanim modulom elastične 
podlage, posredno določili  neznan modul filma.  
 
Raziskovalci poskušajo z opazovanjem in posnemanjem narave čim več zakonitosti gubanja 
prenesti tudi v inženirske aplikacije. Tako znanstvenike že več stoletij navdušuje možganska 
skorja, vendar natančen model za opis mehanizma njenega gubanja še vedno ostaja uganka. 
V času zarodka je gladka, z rastjo in delitvijo nevronov pa se izoblikuje v značilen, a povsem 
unikaten vzorec (Slika 1-3). Razumevanje njegovega  nastanka ima v medicini velik pomen, 
saj je le-to tesno povezano z inteligenco in nekaterimi boleznimi, kot sta shizofrenija in 
avtizem. Nekatere nevrološke motnje, kot je Williamsov sindrom, so posledica netipičnega 
možganskega gubanja, ko se valovna dolžina povečuje, amplituda valov pa postaja vse 
manjša. Predlagane so bile številne hipoteze in modeli, ki bi razložili, zakaj pride do 
značilnega gubanja možganske skorje – tako iz biološkega, biokemijskega in mehanskega 
stališča. Slednjega je prvi razložil Richman, ki je možgansko skorjo predstavil kot 
dvoplastno lupino, ki obdaja mehko sferično sredico. Večja rast lupine relativno na sredico 
vodi do tlačne obremenitve v lupini, kar privede do zgubanja. Kljub nekaterim obetavnim 
začetnim rezultatom, se je izkazalo, da je model preveč poenostavljen, saj so nekatere 
ključne lastnosti možganske skorje, npr. anizotropna rast v tangencialni in radialni smeri, 
izpuščene [9]. 
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Vsem dobro znan pojav je nagubanje kože na prstih, če smo predolgo v stiku z vodo. Dolgo 
časa je veljalo prepričanje, da je to posledica osmoze – vdora vode skozi zunanjo plast kože. 
V zadnjem času pa vse več znanstvenikov zagovarja hipotezo, da gre za aktiven proces, ki 
poteka pod nadzorom živčnega sistema [9]. Pri stiku z vodo namreč pride do 
vazokonstrikcije spodaj ležečega tkiva, kar pomeni, da se žile pričnejo ožiti. To privede do 
zmanjšanega volumna tkiva in v koži se pojavijo tlačne napetosti. Za aproksimacijo konice 
prsta so znanstveniki vzeli polovico valja (ravna stranica predstavlja noht, ki se ne zguba), 
na vrhu katerega je krogla (Slika 1-4). Ko tlačna napetost doseže kritično, se najprej pojavijo 
longitudinalni valovi na stiku pol-valja s kroglo, kar sovpada s sredino blazinice. Če je koža 
dlje časa izpostavljena vodi, se prične ∆𝜀 (razlika v velikosti substrata in filma) povečevati. 
Posledično se po pol-cilindrični površini še naprej razširjajo longitudinalni valovi, med tem 
ko se na krogelni konici začnejo pojavljati valovi v več smereh. Ko je ∆𝜀 dovolj velik, se tak 
vzorec razširi po celotni blazinici. 
Amplitude valov so največje na sredini prsta ter naraščajo nelinearno s povečevanjem ∆𝜀, 
valovna dolžina pa ostaja približno konstantna.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.2. Cilji naloge 
V zaključni nalogi je obravnavana mehanska stabilnost tankih filmov. V Uvodu se po 
kratkem zgodovinskem pregledu preučevanja stabilnostnih problemov osredotočim na 
gubanje kot eno izmed pomembnih poglavij te teorije. Med drugim so navedene enačbe (1.1-
1.5) ki izhajajo iz Mehanike kontinuuma in jih sama ne izpeljujem, se bom pa na njih 
sklicevala v nadaljevanju naloge. Opisane so še tri praktične aplikacije gubanja, tako iz 
Slika 1-3: Površina možganov pri (a) zarodku in (b) odraslemu človeku [9]. 
Slika 1-4: Nagubana koža na konicah prstov, ki so bili v stiku z vodo 5 minut (levo) in 
30 minut (desno) [9]. 
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inženirskega vidika, kot tudi iz vsakdanjega življenja. V poglavju Teoretične osnove bo v 
okviru Euler-Bernoullijeve teorije nosilcev, na eksakten način, obravnavan upogibni uklon 
nosilca po ravnotežni metodi. Izpeljala bom splošno diferencialno enačbo IV. reda za uklon 
nosilca, ki je obremenjen s poljubno silo, poljubno zvezno obremenitvijo ter spremenljivim 
vztrajnostnim momentom. Iz nje bom izhajala pri kasnejši obravnavi nosilca na zvezni 
elastični podlagi in tako kot končni rezultat izpeljala več enačb, ki so nujne za opisovanje 
gubanja iz vidika Trdnosti. Praktičen del bodo predstavljale numerične simulacije gubanja, 
ki bodo izvedene s programom ANSYS. Preverila bom, kakšno je ujemanje rezultatov, 
pridobljenih iz omenjenih enačb in numeričnih simulacij. 
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2. Teoretične osnove 
Pri uklonu obravnavamo linijski element, ki je obremenjen s  tlačno osno silo F. Dokler je 
ta sila dovolj majhna, se palica (nosilec) samo malenkost skrajša, vseeno pa obdrži svojo 
prvotno obliko. Če tlačno obremenitev povečujemo do neke kritične vrednosti Fkr pa ta 
element nenadoma preskoči v karakteristično drugačno ravnotežno konfiguracijo, čemur 
pravimo uklon (Slika 2-1). Opisane razmere lahko predstavimo tudi grafično. Če je obtežba 
manjša od kritične sile   (F < Fkr), je sistem stabilen. Tudi če se pojavi motnja, na primer 
majhen impulz prečne zunanje sile, ki povzroči majhen upogib palice iz idealno ravne 
začetne lege, se po odstranitvi motnje le-ta vrne v začetno lego. Pri vrednosti F = Fkr je 
sistem v ravnotežju tako v začetni ravni obliki, kakor tudi pri majhnem upogibu. To stanje 
imenujemo nevtralno ravnotežje. Če pa je obremenitev večja od kritične (F > Fkr), je 
konstrukcija nestabilna. To pomeni, da bi nam vsaka, še tako majhna motnja povzročila 
upogib. Do podobnih pojavov pride tudi pri tlačno obteženih tankih stenah in lupinah, le da 
tedaj govorimo o izbočitvi [10]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Slika 2-1: Uklon palice (a) in stabilnostne razmere, predstavljene grafično (b). 
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Uklonska obremenitev nosilca je stabilnostni in ne trdnostni problem. Razlika med njima je 
predvsem v zvezi med napetostmi in deformacijami. Pri trdnostnem problemu je namreč ta 
zveza enolično določena, kar pomeni, da napetostnemu stanju ustreza samo eno 
deformacijsko stanje. Pri stabilnostnem problemu temu ni več tako – deformacijskih stanj 
za eno napetostno stanje je torej več.  
Pri proučevanju stabilnostnih problemov osnovne enačbe, ki jih poznamo iz Trdnosti, ne 
zadostujejo več. Te enačbe so namreč dobljene na osnovi proučevanja ravnotežja na 
nedeformiranem telesu, deformacijski tenzor pa je upoštevan samo z linearnimi členi.  
Pri teoriji I. reda se namesto točnega izraza za ukrivljenost 
1
𝜌
=
𝑦′′
(1 + 𝑦′2)3/2
  
zaradi 𝑦′2 ≪ 1 vzame približna vrednost 
1
𝜌
≈ 𝑦′′  
Teorija II. reda upošteva ravnotežje sil na deformiranem telesu in na ta način zajame vpliv 
deformacij na notranje sile. Ker imamo opravka z relativno majhnimi deformacijami, še 
vedno veljajo predpostavke I. teorije, vključno z linearno odvisnostjo ukrivljenosti od 
drugega odvoda pomika, odvisnost med silo in deformacijo pa ni več linearna. 
Pri teoriji velikih premikov računamo s točno vrednostjo za ukrivljenost. Izpeljavo enačb po 
tej teoriji bom pokazala v naslednjem poglavju. Pokazala bom tudi linearizacijo vodilne 
enačbe problema in tako določila DE IV. reda po t.i. teoriji II. reda [1]. 
 
 
2.1. Upogibni uklon nosilca po ravnotežni metodi 
Obravnavamo nosilec, ki je obremenjen s silama 𝐹(𝑆1) in 𝐹(𝑆2) ter poljubno porazdeljeno 
zvezno obremenitvijo 𝑞(𝑆) (Slika 2-2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2-2: Obremenjen lok nosilca. 
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Iz loka izrežemo elementarno majhen delček (Slika 2-3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zapišemo ravnovesno enačbo v x smeri 
∑ 𝐹𝑖,𝑥 = 0:          − 𝐹𝑥(𝑠) + 𝐹𝑥(𝑠 + ∆𝑠) + 𝑞𝑥(𝑠)∆𝑠 = 0  
∑ 𝐹𝑖,𝑥 = 0:          
−𝐹𝑥(𝑠)
∆𝑠
+
𝐹𝑥(𝑠 + ∆𝑠)
∆𝑠
+ 𝑞𝑥(𝑠) = 0 (2.1) 
   
V limiti gre dolžina obravnavanega elementarnega dela nosilca proti 0. Dobimo 
lim
∆𝑠→0
[
−𝐹𝑥(𝑠)
∆𝑠
+
𝐹𝑥(𝑠 + ∆𝑠)
∆𝑠
+ 𝑞𝑥(𝑠)] = 0 (2.2) 
 
kar je po definiciji prvi odvod sile 𝐹𝑥 po spremenljivki 𝑠. Zgornji izraz se tako poenostavi v 
𝐹𝑥′(𝑠) + 𝑞𝑥(𝑠) = 0  
𝐹𝑥′(𝑠) = −𝑞𝑥(𝑠) (2.3) 
 
Slika 2-3: Elementarni del loka nosilca. 
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Na povsem enak način kot zgoraj zapišemo še ravnovesno enačbo v y smeri 
𝐹𝑦′(𝑠) = −𝑞𝑦(𝑠) (2.4) 
 
Zapišemo ravnovesno enačbo še za upogibni moment 
∑ 𝑀𝑖(𝑠) = 0  
−𝑀(𝑠) + 𝑀(𝑠 + ∆𝑠) − 𝐹𝑥(𝑠 + ∆𝑠)𝛥𝑦 + 𝐹𝑦(𝑠 + ∆𝑠)𝛥𝑥 − 
     −𝑞𝑥(𝑠) 𝛥𝑠 
∆𝑦
2
+  𝑞𝑦(𝑠) 𝛥𝑠 
∆𝑥
2
= 0 
(2.5) 
 
V enačbi (2.5) upoštevamo   𝛥𝑥 = ∆𝑠 cos 𝜃 
 
      𝛥𝑦 = ∆𝑠 sin 𝜃 
ter jo delimo z ∆𝑠 
𝑀(𝑠 + ∆𝑠) − 𝑀(𝑠)
∆𝑠
− 𝐹𝑥(𝑠 + ∆𝑠) sin 𝜃(𝑠) + 𝐹𝑦(𝑠 + ∆𝑠) cos 𝜃(𝑠) − 
           −𝑞𝑥(𝑠)
∆𝑠 sin 𝜃(𝑠)
2
+ 𝑞𝑦(𝑠)
∆𝑠 cos 𝜃(𝑠)
2
= 0 
(2.6) 
 
V limiti gre dolžina obravnavanega elementarnega dela nosilca proti 0. Dobimo 
𝑀′(𝑠) − 𝐹𝑥(𝑠) sin 𝜃(𝑠) + 𝐹𝑦(𝑠) cos 𝜃(𝑠) = 0 (2.7) 
 
Funkciji sin 𝜃 in cos 𝜃 aproksimiramo s Taylorjevo vrsto, pri čemer upoštevamo samo prvi 
člen, ostale lahko zanemarimo. 
sin 𝜃 ≈ 𝜃 −
𝜃3
3!
+
𝜃5
5!
−
𝜃7
7!
+ ⋯ ≈ 𝜃 (2.8) 
cos 𝜃 ≈ 1 −
𝜃2
2!
+
𝜃4
4!
−
𝜃6
6!
+ ⋯ ≈ 1 (2.9) 
 
Poenostavitvi uporabimo v momentni enačbi (2.7), od koder sledi 
𝑀′(𝑠) − 𝐹𝑥(𝑠)𝜃(𝑠) + 𝐹𝑦(𝑠) = 0 (2.10) 
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Uporabimo še aproksimacijo 𝑠 ≈ 𝑥 in dobimo 
𝑀′(𝑥) − 𝐹𝑥(𝑥)𝜃(𝑥) + 𝐹𝑦(𝑥) = 0 (2.11) 
 
Izraz (2.11) še enkrat odvajamo 
𝑀′′(𝑥) − 𝐹𝑥′(𝑥)𝜃(𝑥) − 𝐹𝑥(𝑥)𝜃′(𝑥) + 𝐹𝑦′(𝑥) = 0 (2.12) 
 
Dobimo navadno diferencialno enačbo druge stopnje, s pomočjo  katere opišemo stabilnost 
tlačno obremenjenega nosilca. 
 
 
Kot smo že omenili, lahko pri teoriji II. reda relacijo med ukrivljenostjo in pomikom 
poenostavimo v 
1
𝜌(𝑥)
≈ 𝑦′′(𝑥) (2.13) 
 
Zvezo med zasukom in ukrivljenostjo opisuje izraz 
1
𝜌(𝑥)
=
𝑑𝜃(𝑥)
𝑑𝑥
= 𝜃′(𝑥) (2.14) 
 
Če izraza (2.13) in (2.14) sedaj izenačimo in enkrat integriramo, dobimo relacijo 
𝜃(𝑥) = 𝑦′(𝑥) (2.15) 
 
Izraz (2.12) sedaj preoblikujemo 
𝑀′′(𝑥) − 𝐹𝑥′(𝑥)𝑦′(𝑥) − 𝐹𝑥(𝑥)𝑦′′(𝑥) + 𝐹𝑦′(𝑥) = 0 (2.16) 
 
Iz Trdnosti vemo, da velja 
𝑀(𝑥) = 𝐸𝐼𝑦′′(𝑥) (2.17) 
 
Izraz (2.16) preoblikujemo, pri čemer upoštevamo izraza (2.4) in (2.17) 
(𝐸𝐼𝑦′′(𝑥))
′′
− 𝐹𝑥′(𝑥)𝑦′(𝑥) − 𝐹𝑥(𝑥)𝑦
′′(𝑥) − 𝑞𝑦(𝑥) = 0 (2.18) 
Dobimo splošno diferencialno enačbo IV. reda za uklon nosilca, ki je obremenjen s 
spremenljivo silo, poljubno prečno obremenitvijo ter spremenljivim vztrajnostnim 
momentom. 
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2.2. Nosilec na zvezni elastični podlagi 
Obravnavali bomo primer nosilca, ki je na obeh koncih členkasto podprt in leži na zvezni 
elastični podlagi (Slika 2-4). V odvisnosti od geometrijskih in materialnih lastnosti nosilca 
ter elastičnih lastnosti podlage se lahko ukloni z enim ali več valovi. Zaradi vpliva podpor 
mora biti število valov celo število.  
Nosilec naj bo podprt z Winklerjevo podlago. To pomeni, da so vzmeti linearne, poljubno 
goste in med seboj neodvisne. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sila v vzmeti je  
𝑞(𝑥) = −𝑘𝑦(𝑥) (2.19) 
Ker vzmet zavira premik, ima negativen predznak. 
 
 
Če predpostavimo 𝐸𝐼 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡. in 𝐹 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡., lahko enačbo (2.18) ustrezno preoblikujemo: 
𝐸𝐼𝑦𝐼𝑉 + 𝐹𝑦′′ = 𝑞(𝑥)  
𝐸𝐼𝑦𝐼𝑉 + 𝐹𝑦′′ + 𝑘𝑦 = 0 (2.20) 
 
Z zgornjo zamenjavo za prečno silo ter z okrajšavama  
 
    𝑤2 =
𝐹
𝐸𝐼
   in   𝑎4 =
𝑘
𝐸𝐼
 
 
Slika 2-4: Členkasto vpet nosilec, podprt z Winklerjevo podlago (zgoraj) 
in uklon obravnavanega nosilca (spodaj). 
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preide enačba (2.20) v obliko  
𝑦𝐼𝑉 + 𝑤2𝑦′′ + 𝑎4𝑦 = 0 (2.21) 
 
Linearno, homogeno diferencialno enačbo s konstantnimi koeficienti rešimo z nastavkom 
𝑦(𝑥) = 𝐴𝑒𝜆𝑥  
𝑦′′(𝑥) = 𝐴𝜆2𝑒𝜆𝑥  
𝑦𝐼𝑉(𝑥) = 𝐴𝜆4𝑒𝜆𝑥  
 
Dobimo karakteristično enačbo 
𝐴𝜆4𝑒𝜆𝑥 + 𝑤2𝐴𝜆2𝑒𝜆𝑥 + 𝑎4𝐴𝑒𝜆𝑥 = 0  
𝜆4 + 𝑤2𝜆2 + 𝑎4 = 0 (2.22) 
 
Uvedemo novo spremenljivko 𝑝 = 𝜆2 in dobimo kvadratno enačbo 
𝑝2 + 𝑤2𝑝 + 𝑎4 = 0 (2.23) 
 
Zapišemo obe rešitvi enačbe (2.23) in iz tega še štiri rešitve enačbe (2.22) 
𝑝1,2 =
−𝑤2 ± √𝑤4 − 4𝑎4
2
 (2.24) 
𝜆1,2,3,4 = ±√
−𝑤2 ± √𝑤4 − 4𝑎4
2
 (2.25) 
 
Sedaj s pomočjo že znanih relacij definirajmo novo okrajšavo  
𝜇 =
𝑤2
2𝑎2
=
𝐹
𝐸𝐼
√𝐸𝐼
2√𝑘
√𝐸𝐼
√𝐸𝐼
=
𝐹
2√𝑘𝐸𝐼
 (2.26) 
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V enačbi (2.25) upoštevamo 𝜇 in poiščemo rešitve 
𝜆 = ±√
−𝜇2𝑎2 ± √𝜇24𝑎4 − 4𝑎4
2
= ±√
−𝜇2𝑎2 ± 2𝑎2√𝜇2 − 1
2
= 
         = ±𝑎√−𝜇 ± √𝜇2 − 1 = ±𝑎√𝑖2𝜇 ± √(𝑖2𝜇)2 − 1 = 
 
 
𝜆 = ±𝑎𝑖√𝜇 ± √𝜇2 − 1 (2.27) 
 
Zapišemo vse štiri rešitve, ki se paroma razlikujejo po predznaku 
 
     𝜆1 =  𝑖𝑎√𝜇 − √𝜇2 − 1 
     𝜆2 = −𝜆1 
     𝜆3 =  𝑖𝑎√𝜇 + √𝜇2 − 1 
     𝜆4 = −𝜆3 
 
 
 
Splošna rešitev homogene diferencialne enačbe je tako 
𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒
𝜆2𝑥 + 𝐶3𝑒
𝜆3𝑥 + 𝐶4𝑒
𝜆4𝑥 (2.28) 
 
Pri nadaljnji obravnavi definiramo pogoj 𝜇 > 1 in hkrati vpeljemo 
 
     𝛼 = 𝑎√𝜇 + √𝜇2 − 1   in     𝛽 = 𝑎√𝜇 − √𝜇2 − 1  ; 𝛼, 𝛽 > 0 
 
 
Dobimo 
 
 𝜆1 =  𝑖𝛽  
 𝜆2 = − 𝑖𝛽  
 𝜆3 =  𝑖𝛼  
 𝜆4 = −𝑖𝛼 
 
 
Rešitev enačbe (2.28) je tako 
𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑖𝛽𝑥 + 𝐶2𝑒
−𝑖𝛽𝑥 + 𝐶3𝑒
𝑖𝛼𝑥 + 𝐶4𝑒
−𝑖𝛼𝑥 (2.29) 
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Vstavimo 
 
𝐶1 =
𝐶𝐼1−𝑖𝐶𝐼2
2
  𝐶2 =
𝐶𝐼1+𝑖𝐶𝐼2
2
  𝐶3 =
𝐶𝐼3−𝑖𝐶𝐼4
2
  𝐶4 =
𝐶𝐼3+𝑖𝐶𝐼4
2
 
 
Skupaj obravnavamo najprej  𝐶1𝑒
𝑖𝛽𝑥 + 𝐶2𝑒
−𝑖𝛽𝑥   in potem še  𝐶3𝑒
𝑖𝛼𝑥 + 𝐶4𝑒
−𝑖𝛼𝑥 
 
 
Upoštevamo znane relacije: 𝑒𝑖𝑥 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 
sin(−𝑥) = − sin 𝑥  
cos(−𝑥) = cos 𝑥 
 
𝐶1(cos 𝛽𝑥 + 𝑖 sin 𝛽𝑥) + 𝐶2(cos(−𝛽𝑥) + 𝑖 sin(−𝛽𝑥)) = 
 =
𝐶𝐼1 − 𝑖𝐶𝐼2
2
(cos 𝛽𝑥 + 𝑖 sin 𝛽𝑥) +
𝐶𝐼1 + 𝑖𝐶𝐼2
2
(cos 𝛽𝑥 − 𝑖 sin 𝛽𝑥) = 
 =
𝐶𝐼1
2
cos 𝛽𝑥 −
𝑖𝐶𝐼2
2
cos 𝛽𝑥 +
𝐶𝐼1
2
𝑖 sin 𝛽𝑥 −
𝑖𝐶𝐼2
2
𝑖 sin 𝛽𝑥 +
𝐶𝐼1
2
cos 𝛽𝑥 + 
    +
𝑖𝐶𝐼2
2
cos 𝛽𝑥 −
𝐶𝐼1
2
𝑖 sin 𝛽𝑥 −
𝑖𝐶𝐼2
2
𝑖 sin 𝛽𝑥 = 
 = 𝐶𝐼1 cos 𝛽𝑥 − 𝑖𝐶𝐼2𝑖 sin 𝛽𝑥 = 
 = 𝐶𝐼1 cos 𝛽𝑥 + 𝐶𝐼2 sin 𝛽𝑥 
 
 
𝐶1𝑒
𝑖𝛽𝑥 + 𝐶2𝑒
−𝑖𝛽𝑥 = 𝐶𝐼1 cos 𝛽𝑥 + 𝐶𝐼2 sin 𝛽𝑥 (2.30) 
𝐶3𝑒
𝑖𝛼𝑥 + 𝐶4𝑒
−𝑖𝛼𝑥 = 𝐶𝐼3 cos 𝛼𝑥 + 𝐶𝐼4 sin 𝛼𝑥 (2.31) 
 
Enačbo (2.29) ter njen prvi in drugi odvod sedaj zapišemo kot 
𝑦(𝑥) = 𝐶𝐼1 cos 𝛽𝑥 + 𝐶𝐼2 sin 𝛽𝑥 + 𝐶𝐼3 cos 𝛼𝑥 + 𝐶𝐼4 sin 𝛼𝑥 (2.32) 
𝑦′(𝑥) = −𝐶𝐼1𝛽 sin 𝛽𝑥 + 𝐶𝐼2𝛽 cos 𝛽𝑥 − 𝐶𝐼3𝛼 sin 𝛼𝑥 + 𝐶𝐼4𝛼 cos 𝛼𝑥 (2.33) 
𝑦′′(𝑥) = −𝐶𝐼1𝛽
2 cos 𝛽𝑥 − 𝐶𝐼2𝛽
2 sin 𝛽𝑥 − 𝐶𝐼3 𝛼
2cos 𝛼𝑥 − 𝐶𝐼4𝛼
2 sin 𝛼𝑥 (2.34) 
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Za predpostavljeno členkasto pritrjeno palico lahko zapišemo 4 robne pogoje. Upoštevamo, 
da sta poves in moment na obeh koncih sta enaka 0: 
𝑦(𝑥 = 0) = 0 →  𝐶𝐼1 + 𝐶𝐼3 = 0  
𝑦′′(𝑥 = 0) = 0 → −𝐶𝐼1𝛽
2−𝐶𝐼3𝛼
2 = 0  
𝑦(𝑥 = 𝐿) = 0 →  𝐶𝐼1 cos 𝛽𝐿 + 𝐶𝐼2 sin 𝛽𝐿 + 𝐶𝐼3 cos 𝛼𝐿 + 𝐶𝐼4 sin 𝛼𝐿 = 0  
𝑦′′(𝑥 = 𝐿) = 0 → −𝐶𝐼1𝛽
2 cos 𝛽𝐿 − 𝐶𝐼2𝛽
2 sin 𝛽𝐿 − 𝐶𝐼3𝛼
2 cos 𝛼𝐿 − 𝐶𝐼4𝛼
2 sin 𝛼𝐿 = 0 
 
Netrivialna rešitev sistema 4 enačb s 4 neznankami bo možna samo takrat, kadar je 
determinanta sistema enaka 0: 
|
1 0 1 0
−𝛽2 0 −𝛼2 0
cos 𝛽𝐿 sin 𝛽𝐿 cos 𝛼𝐿 sin 𝛼𝐿
−𝛽2 cos 𝛽𝐿 −𝛽2 sin 𝛽𝐿 −𝛼2 cos 𝛼𝐿 −𝛼2 sin 𝛼𝐿
| = 0  
 
Z razvijanjem te determinante dobimo pogojno enačbo 
−(𝛼2 − 𝛽2) sin 𝛼𝐿 sin 𝛽𝐿 = 0 (2.35) 
 
Ta enačba je izpolnjena v dveh primerih: 
I.) kadar velja 𝛼 = 𝛽 , torej za 𝜇 = 1; 
ker pa smo v začetnem pogoju predpostavili 𝜇 > 1, ta rešitev ni ustrezna; 
 
II.) kadar velja sin 𝛼𝐿 sin 𝛽𝐿 = 0, torej za 𝛼𝐿 = 𝑛𝜋 in β𝐿 = 𝑛𝜋; 
sledi, da sta 𝛼 in 𝛽 enaka 
𝑛𝜋
𝐿
. 
 
Simbola 𝛼 in 𝛽 zapišemo z že znanima izrazoma ter ju kvadriramo. Izpeljemo enačbo za 
silo v odvisnosti od števila valov. 
 
     (
𝑛𝜋
𝐿
)
2
= 𝑎2𝜇 ± 𝑎2√𝜇2 − 1 
     (
𝑛𝜋
𝐿
)
4
− 2 (
𝑛𝜋
𝐿
)
2
𝑎2𝜇 + 𝑎4𝜇2 = 𝑎4(𝜇2 − 1) 
     (
𝑛𝜋
𝐿
)
4
− 2 (
𝑛𝜋
𝐿
)
2
𝑎2
𝑤2
2𝑎2
= −𝑎4 
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     (
𝑛𝜋
𝐿
)
4
− (
𝑛𝜋
𝐿
)
2 𝐹
𝐸𝐼
= −
𝑘
𝐸𝐼
 
     (
𝑛𝜋
𝐿
)
2
−
𝐹
𝐸𝐼
= −
𝑘
𝐸𝐼
  (
𝐿
𝑛𝜋
)
2
 
𝐹(𝑛) = 𝐸𝐼 (
𝑛𝜋
𝐿
)
2
+ 𝑘 (
𝐿
𝑛𝜋
)
2
 (2.36) 
 
Opomba: v enačbi (2.36) in vseh, ki še sledijo, predstavlja 𝑛 število pol-valov, torej seštevek 
vseh vrhov in dolin. Ta vrednost je 2-krat večja kot pri klasični »peak-to-peak« definiciji. 
 
Prvi člen enačbe (2.36) daje Eulerjevo kritično silo, drugi pa vpliv elastične podlage. 
Kritična sila je odvisna od valovne dolžine pol-vala 
𝛾 =
𝐿
𝑛
 (2.37) 
 
Najmanjša možna kritična sila sledi iz pogoja  
𝑑𝐹𝑘𝑟(𝑛)
𝑑𝑛
= 0  
2𝐸𝐼 (
𝜋
𝐿
)
2
𝑛 − 2𝑘 (
𝐿
𝜋
)
2
𝑛−3 = 0 (2.38) 
 
Enačba (2.38) je izpolnjena za vrednost 
𝑛 =
𝐿
𝜋
√
𝑘
𝐸𝐼
4
 (2.39) 
Če to vstavimo nazaj v enačbo (2.36), dobimo 
𝐹𝑘𝑟,𝑚𝑖𝑛 = 2√𝐸𝐼 𝑘 (2.40) 
 
Glede na predpostavljeno fiksno vpeto palico, mora biti n celo število, zato velja 
    𝐹𝑘𝑟 = min{𝐹𝑛,𝑖, 𝐹𝑛,𝑖+1}; 𝑛𝑖 ≤ 𝑛 ≤ 𝑛𝑖+1 (2.41) 
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3. Metodologija raziskave 
Morebitno ujemanje izračunov s pomočjo enačb, ki so navedene v Uvodu (najdene v 
navedenih člankih), in izpeljane v prejšnjem poglavju, bomo preverili s pomočjo numerične 
simulacije gubanja. V ta namen smo uporabili računalniški paket ANSYS, ki temelji na 
numerični analizi in metodi končnih elementov. Pokriva izredno širok spekter aplikacij in 
omogoča vse korake od priprave geometrije do optimiranja. Z njim lahko modeliramo 
specifične materiale (vse od zemljin do spominskih pen), kompleksne okoljske obremenitve 
in posebne industrijske probleme. Primeren je za simuliranje statičnih, dinamičnih in 
toplotnih problemov [11]. 
 
 
3.1. Numerične simulacije s pomočjo programa ANSYS 
3.1.1. Numerična simulacija 2D kontinuuma 
Izvedla bom analizo 2D kontinuuma, s predpostavko o ravninskem deformacijskem stanju. 
O njem lahko govorimo, kadar je telo v eni smeri zelo velikih dimenzij. Sistem bom 
modelirala v sestav dveh teles – spodnjega mehkejšega substrata, na katerega je pritrjen 
tanek trdnejši film. 
 
V program vnesemo podatke o geometriji sistema in materialnih lastnostih: 
 
𝐿 = 5.0 mm 
ℎ𝑠 = 1.0 mm 
𝐸𝑠 = 1.0 MPa 
𝜈𝑠 = 0,3 
ℎ𝑓 = 0,05 mm 
𝐸𝑓 = 20 MPa 
𝜈𝑓 = 0,3 
 
Naslednji korak je diskretizacija domene v končne elemente. Mreža je v našem primeru 
sestavljena iz 15480 kvadrov, ki so v z smeri neskončno dolgi (Slika 3-1).  
Metodologija raziskave 
18 
 
 
Nadalje določimo robne pogoje: rob A (Slika 3-2) je fiksen v x smeri, rob B pa v y smeri. 
Obremenitev ustreza pomiku roba C proti levi. 
 
 
Kot rezultat dobimo simulacijo gubanja (Slika 3-3). Preštejemo število valov, iz česar ob 
znani dolžini sistema film-substrat s pomočjo enačbe (2.37) izračunamo valovno dolžino. 
Primerjamo jo z rezultatom, ki ga dobimo, če znane podatke vnesemo v enačbo (1.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 3-1: Numerična mreža za sistem film-substrat.  
Slika 3-2: Robni pogoji za sistem film-substrat. 
Metodologija raziskave 
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3.1.2. Numerična simulacija nosilca na elastični podlagi 
V tem primer obravnavamo nosilec na vzmeteh. Znani so naslednji podatki:  
 
𝐿 = 5.0 mm 
𝑤 = 3.0 mm 
ℎ = 0,05 mm 
𝐸 = 20.0 MPa 
𝜈 = 0,3 
𝑐 = 2,9 N/mm3 (izračunano, razlaga v nadaljevanju) 
 
 
Mrežo končnih elementov tokrat sestavlja 3840 kvadratičnih heksagonalnih elementov 
(Slika 3-4). V vsakem vozlišču in na sredini roba je upoštevana 1 vzmet.  
Slika 3-4: Numerična mreža za nosilec na vzmeteh. 
Slika 3-3: Rezultat simulacije gubanja za sistem film-substrat. 
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Vpetje je obojestransko členkasto. Rob C (Slika 3-5) je fiksiran v x in y smeri, rob E pa samo 
v y. Nosilec je potrebno fiksirati še v z smeri, zato je po sredini modelirano neobremenjeno 
vlakno. Deformacije so tako dejansko ravninske. 
 
 
Pod nosilcem je modelirana Winklerjeva podlaga (D na Sliki 3-5), za katero je potrebno 
določiti ustrezen koeficient elastične podlage. Številni znanstveniki se že več desetletij 
trudijo izpeljati formulo, ki bi jo hkrati lahko aplicirali na več primerov. Izkaže pa se, da 
izpeljane enačbe dajejo zaradi specifičnih pogojev oz. predpostavk, na katerih temeljijo 
izpeljave, točne rezultate le za določene primere. Za potrebe naše simulacije smo preizkusili 
več formul [12, 13]: 
 
 
Biot (1937):   
 
 
 
Vesic (1961): 
 
 
 
Hetény (1979): 
 
 
 
Selvadurai (1984): 
 
 
kjer je B polovica širine nosilca. Ugotovili smo, da so neujemanja med teorijo in simulacijo 
pri uporabi zgornjih enačb zelo velika. S pomočjo enačbe (1.2) z danimi podatki zato najprej 
izračunamo valovno dolžino 𝜆 (»peak-to-peak«). Enačbo (2.37) preuredimo tako, da ob 
znani dolžini nosilca 𝐿 in izračunani valovni dolžini dobimo število valov 𝑛∗. 2-kratnik te 
vrednosti oz. število pol-valov 𝑛 vnesemo v enačbo (2.39), iz katere izrazimo 𝑘. ANSYS 
𝑘 =
0,95𝐸𝑠
𝐵(1 − 𝜈𝑠2)
 [
𝐵4𝐸𝑠
(1 − 𝜈𝑠2)𝐸𝐼
]
0,108
 
 
(3.1) 
𝑘 =
0,65𝐸𝑠
𝐵(1 − 𝜈𝑠2)
√
𝐵4𝐸𝑠
𝐸𝐼
12
 
 
(3.2) 
𝑘 = 0,71𝐸𝑠 √
𝐵4𝐸𝑠
𝐸𝐼
3
 
 
(3.3) 
𝑘 =
0,65𝐸𝑠
𝐵(1 − 𝜈𝑠2)
 
 
(3.4) 
  
Slika 3-5: Robni pogoji za nosilec na vzmeteh. 
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zahteva, da koeficient elastične podlage podamo v enotah 𝑁/𝑚𝑚3, zato 𝑘 delimo s širino 
nosilca 𝑤. Ker prej izračunano število pol-valov ni nujno celo število, sedaj najprej določimo 
najbližji celi vrednosti, ki ju potem vstavimo v enačbo (2.36) in izračunamo, pri kateri 
zavzame sila najmanjšo vrednost. Rezultat primerjamo s številom valov, ki jih dobimo s 
pomočjo simulacije (Slika 3-6). Tako modeliramo Winklerjevo podlago. 
Če povzamemo, želimo v tem primeru problem modelirati kot nosilec na elastični podlagi, 
zaradi česar potrebujemo koeficient Winklerjeve podlage. Ta z eno vrednostjo popiše 
poljubno goste vzmeti, za kar pa je nujno, da izhajamo iz Mehanike kontinuuma.  
 
 
 
Slika 3-6: Rezultat simulacije za nosilec na vzmeteh. 
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4. Rezultati in diskusija 
Iz simulacije 2D kontinuuma (Slika 3-2) je razvidno, da pri danih pogojih dobimo 17 pol-
valov oz. 8,5 valov. Iz tega izračunamo valovno dolžino (»peak-to-peak«): 
     𝜆𝑠𝑖𝑚 = 0,5882 mm  
Določimo jo še po enačbi (1.2) in dobimo 
     𝜆𝑒𝑛 = 0,5747 mm  
Relativna napaka rezultata simulacije glede na formulo (1.2) je 2,4%. Zaključimo lahko, da 
je v tem primeru ujemanje dobro.  
 
 
Pri obravnavi nosilca na elastični podlagi z izračunano valovno dolžino 𝜆𝑒𝑛 najprej določimo 
število valov 
𝑛∗ = 8,7  
Rezultat pomnožimo z 2, saj enačba (2.39) zahteva število pol-valov. 
𝑛 = 17,4  
Izračunamo še koeficient vzmeti  
     𝑘 = 8,92825 N/mm2  
Delimo ga s širino nosilca, da dobimo koeficient kot ga zahteva ANSYS 
     𝑐 = 2,97608 N/mm3  
 
 
 
Rezultati in diskusija 
23 
Glede na to, da število pol-valov ni celo, preverimo velikost sile za primera 𝑛 = 17 in  
𝑛 = 18 
     𝐹(17) = 0,149562 N  
     𝐹(18) = 0,149745 N 
Opomba: izračun sile na 6 decimalnih mest natančno je narejen zaradi primerjave 
numeričnih vrednosti.  
 
Ker je prva sila manjša, zaključimo, da bo pri danih pogojih nastalo 17 pol-valov oz. 8,5 
valov. Ta rezultat primerjamo s simulacijo (Slika 3-6), ki nam prav tako napove 17 pol-
valov. Ujemanje je v tem primeru popolno. S tem potrdimo trditev, da že s teorijo II. reda 
dobimo dovolj natančne rezultate, hkrati pa dokažemo, da je omenjen način izpeljave 
koeficienta elastične podlage očitno ustrezen. 
 
Če želimo, lahko izračunamo še sili za 𝑛 = 16 in 𝑛 = 19: 
     𝐹 (16) = 0,151507 N 
     𝐹(19) = 0,151720 N  
 
 
S tem potrdimo, da ti dve vrednosti št. pol-valov zagotovo nista kandidatki za najmanjšo 
kritično silo. 
 
 
Preverimo še, kakšna odstopanja v številu pol-valov bi dobili ob upoštevanju formul iz 3. 
poglavja.  
Preglednica  4.1: Primerjava izračunanega št. pol-valov, ki bi jih dobili ob upoštevanju formul 
(3.1)-(3.4). 
formula izračunan k 
[N/mm2] 
število pol-valov n 
[/] 
napaka [%] 
izpeljana  8,92825 17,3996  17 / 
(3.1) 1,85836 11,7526 -30,9 
(3.2) 1,00806 10,0861 -40,7 
(3.3) 14,2589 19,5601 15,1 
(3.4) 0,47619 8,36171 -50,8 
 
 
Iz preglednice je razvidno, da omenjene formule za naš primer nikakor niso ustrezne. 
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5. Zaključki 
V tej zaključni nalogi smo: 
1) Izpeljali splošno diferencialno enačbo IV. reda za uklon nosilca po ravnotežni metodi; 
2) Izpeljali enačbo za kritično silo, pri kateri se pojavi točno določeno število valov; 
3) Našli način, kako dovolj natančno določimo koeficient elastične podlage, ki ga 
potrebujemo pri modeliranju Winklerjeve podlage; 
4) Zasnovali simulacijo gubanja za pristop iz vidika Mehanike kontinuuma in iz vidika 
Trdnosti; 
5) Ugotovili, da se rezultati, ki jih dajo izpeljane enačbe in simulacija, zelo dobro ujemajo 
za oba pristopa; 
6) Ugotovili, da pri danih podatkih obe simulaciji napovesta enako število valov; 
 
To delo v strnjeni obliki predstavi osnovne zakonitosti gubanja, z rezultati pa priča o 
verodostojnih dognanjih znanstvenikov v novejšem času ter nudi številne iztočnice za 
nadaljnje raziskovanje. 
 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
S preučevanjem gubanja se predvsem tuji znanstveniki bolj poglobljeno ukvarjajo šele 
zadnjih nekaj desetletij, zato je ogromno stvari na tem področju še neraziskanih. Sama bom 
v prihodnosti bolj podrobno raziskala ozadje, ki tiči za izpeljavami formul za določevanje 
koeficienta elastične podlage v upanju, da nekoč izpeljem bolj splošno veljavno formulo, 
kot so tiste iz poglavja 3.  
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